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計算精度を制御できる数値ラプラス逆変換法
大高異人* 松本忠*
A Method for Numerica1 Inversion of Laplace Transforms 
with Accuracy Con位。1
Masato OHTAKA and Tadashi MATSUMOTO 
(Received Aug. 29，199η 
百is卵戸到rdωα色白 anaccurate me血odfor numerical inversion of Laplace 
仕組sforms. This method employs the Fouri町 seriesappro泊nationand αn∞n位。l
its numerical aα山富.cy by deriving 也e numeriα1 errors (白e 白eoretiαl
appro垣mationerror.出e位un伺.tionerror and theαnce1泊gぽror)directly仕om
given F(s). 百 eperformance difぽenceamong three appro話mationequations of 
the method are discussed泊de'凶1.
E首位 acαrracynumeriα1 calculation me白odsfor single time point including白e
iterative me也ωfor叫回 highaα回配yand high speed me白“おIrnumerous也ne
po泊包usingFFT紅epresen'句dwi也numeri伺1偲 amples.











ここで、 s=a+i∞、 a>αパα 収束座標)である.















とであり，従来の検討は収束加速法(FFfの利用 (4) (5) (6) オイラ一変換 (8) (引 (10). Oーア



















ここで.J. (*=R， 1， RI以下同じ}は各近似式の総称とする.J.MはM項近似式である.
M-l 1: = (2eat I T) L' Re{市 +iωk)}∞S(J)kt . 0 < tくT
K=O 
M-→ 1








ER =ξ +E2 
Ej = E，.-E2 
ERI = El 
民=ヱιι=e-21l1T f(2nT +t) 
n=1 
Ez=ヱιn' E2n =e-2a(nT-t)f(2nT + t)
n=l 
E7・M'j:M項近似の場合の打ち切り誤差を表わす.








E~oM = (_2eat IT)ヱIm{F{a+iω'k )}sinω; ~~ 
K=島4
E~M =(Eγ+ E{"M) 1 2 (8c) 
桁落ち誤差はj.Mに含まれると考える.
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以下において j.-と表した場合は打ち切り誤差の影響を無視できるように(IE.I >IE;-MI)， f.-" 







分路s=aの設定法を示す. f(t) がラプラス変換可能であるための十分条件If(tド Ae~t を満たす
と仮定し，さらにIl.a=a-α2.l.at>O，l.aT>O， t<<Tとすれば，




且つ.If( t~ = Aeaptと仮定し.Il.d= a-αpと表せば
払nlf(t)I=IE2ゲ(t)1三e町内=Rぐ (10.a) 
恥/f(t~ =1ξ/ f(t~=e-2 &i T = RE~ (10.b) 
のように，近似誤差の推定値REf，R弓E州 s)を用いて定められる.逆に，要求精度RAから
式(1O.a)( 1 O.b)を用いてRE.乙RE;Eを定めれば， αpは既知であるから，aの値を設定出来る.しか
し，この設定法はf(のに関する情報をほとんど含んでおらず，荒い方法である.
より正確な近似誤差の導出法として，著者等は先にE2について次式を示した (12) 




















O 2 3 4 5 
t 
( a )λ(t) =exp( -t / 2)ι =D1{(S-1I2l/(s+1I2)2} (b)λ(t) =sint = L-1{ 1 i + 1}
図1.近似誤差と時刻~1の関係 (T=21 とした場合)





= f Rl(a'，I) -e-4a'f(5t)-e制 /(91)… (12)
となる.ここで， /(51)も問機に，
f(5/)=ん(a'，5t)-e-Cぬ 'f(25t)一・・・ (13) 
と表せるから a'ミa/5と選べば，十分な精度で，
ERJさEll三e-4a'f RJ(a'，51) = t:t (14) 
と近似出来る.1 *T/2の場合や， E.n' E2nについても同績である.すなわち J.Mの近似式を用
いて，E.の近似値がF(りから直接十分な計算精度とfと同程度の安定性で計算できる.
近似誤差の数値計算例を図 1....2に示す.図 1は，T=2tとして三角関数の演算を省略し，REIE
= RE: =1 0-4として式.(1. a)(11 .b )より各tに対して積分路aを定めた場合である.図 1判は，直
交化された 2次のラゲール関数λ(t)=ex似ー 1/2)ι =exp(-t /2)(1-2t+ 12/2) 
= L-1{(s _112)2/令+1I2)2}の場合，図 1肋}は，h (1)= sin t = L-1 { 1 /れ1}の場合である.図2は，
f2(/)について全領域でaとTを一定とした場合であって，fl{りではT=10，






ん n n+1 
fr n+1 n 
ん1 n n 
図2.近似誤差と時刻tの関係 (aとTを固定し
た場合)
Fig.2 Relation between t and theoretical 
approximation errors for fixed a and T. 
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f(t)==O，且つ，E. * 0 (15a) 
f(t)*O，且つ，E. = 0 (15b) 
の場合であることが分かる.大域的な特性は式(1O.a) (10.b)の指数項に従っており，また，式(14)
の手法による近似誤差の近似値は，~三 Ez となる図 2 の t=0近傍を除き，厳密値と非常に良く一
致していることが分かる.
また，三つの近似式の近似誤差の差は，T=2tとした図 1(a ).(b)においては顕著でないのに対し




特性を求める.ドos81~ 1，トin81壬1，かつMが十分に大(Mπ/T}a)さらに， lr(t~ = AlPIとすれ
ば，
ドι~MI=IET.M I f(t~呈やeAa'I/A吋何TIM1C)" (16) 
となる.表1に示されるように， n'はf.聞の収束の差を表わしており.これを収束次数と呼ぶ.打
ち切り額差は，tlat→大，T→大で大きくなり，M→大で小さくなることが分かる.


















Aa' T =2Aa' t 
図3.d.dTと近似誤差の関係
(λ. t=TI2=10.24) 












。 10 30 
Fig.5 Effect of canceling errors on numerical 
accuracy. 
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λ(t) = U(t) =α-1 {lIs} 
REr:t28 : M T =6.86， T -10.24 
'() 
RE;;128 :MT=3必 ，T=5.12
? ? ? ? ? ?
。 2 8 10 
図4.打ち切り誤差と時刻tの関係
(aとTを固定した場合)
Fig.4 Relation between t and truncation 

























RA = 10-10 : Ml， M2 
? ?
??






RA = 10-13 : M2，M3 
M2 
E 
RI 。 2 3 4 5 t 
( a) For medium requi陀daccuracy. ( b) For high required accuracy. 


































Fig.7 Relation between required accuracy and 
numerical配curacyfor METHOD 1，2 and 3. 
1筋
λ(1) =exp( -1/2)ι. 1 =5について示す.桁落ち誤差はd.dl→大で増大するため唱同ーのd.dtで
近似誤差の小さいんIカず桁落ち誤差も格段に小さくこの点でも優れていることが分かる.近似誤差
と式(17)で求めた桁落ち誤差の推定値が交差するd.dt付近で全誤差が増加しており，式(17)の有効















4. ，. 1 計算法 1一近似誤差の推定値を用(，¥否計算法一
要求精度RAを用いて，積分路と収東条件TCを次のように定める.
RE!さ RE[E= RA/l∞ (18) 
TC = RA/ 10 (19) 
ここで，式(10.b)より，
α= a p -(ln RE[E) / 2T (20) 
このようにした場合，図1(a)(b)の例では要求精度は破線で示されている値となり，零点を持つ非















pM'{n' j; (ao ，51 I M山。)三 REll(~)= REt:(ao) =ユぷhe4V ， ¥ -
- .~1l '-01 - /"(1) /;' (a
o


























RA~ IRER1 +1(a~ 
三REtz(a)
ナプ(a"針)/れt)一円j問 _e-8"j;' (d'.91~ (26) 
となるように積分路を定めることが出来る.これによって，桁落ち誤差を小さくし，同一精度の
演算における最高精度を得ること5ができる.











4. 2. 1 FFT法-FFTを用いる高速計算法
aとTを一定とすれば.3.1，3.2節に示されたように，近似誤差と打ち切り誤差の傾向から，
F(s)の次数 n によって， f;f あるいはI~ を選択し共に定義域の半分を用いるのが適当である.
計算すべき時刻liの数を N (= 2 P) .最大時刻をlmax.時刻の間隔を1l.1とする.このとき，
T = 2tmax = 2N.1l.t . 
図3に示されるように.T. M一定の場合にはaに最適点が存在し，且つ.1:. 1Mでは近似
誤差・打ち切り誤差ともに.1 →Tで大である.このことから T= lmaxにおける aの最適点を計
算に用いれば.0く1< lmaxの範囲で計算精度はlmaxの点での誤差以下となることか湖待できる (12) 
まず，積分路aの設定法を示す T= lmax において要求精度九4から式(1Oa)によって初期値a。を
定め.j.M(α。，lmax).e. E;.M(M =4N)周して求める(ここでは， hRorI). これらの値と
3.1、3.2節に示された近似誤差・打ち切り誤差のaへの依存性より.RA<IREぺ=IRE;.MIを満たす






? ? ?、 、? ?
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Xo = Re{F(a)}+ 2ヱ乙Re{F(a+iPπ/ 21l.1) } 





4. 2. 2 数値計算例
図8にλ(1)=exp( -1/2)ιの計算結果と近似誤差・打ち切り誤差の関係を全定義域について示す.
0くtくlmaxでは打ち切り誤差が¥lmu<1 くTでは近似誤差が大きい.・・・・0は t= lmaxでaを定め
たときの全誤差の値(期待値と呼ぷ).一一・はOくtくlrnaxの1:の相対誤差の相乗平均値である.
















tmax = 10.24 T =2. tmax 
N =128 = (Mj4) 
o Expected Relative Error 









五(1)= e 2ι(t): IR'" 
lmu = 10.24 
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. Expected Relative Error 
10-3 10... 10-5 10-6 10-7 
Geometric Mean 01 Relative Errors 
図9.FFf法と計算法 1の計算精度と
計算時間の比較
Fig.9 Comparison of numerical accuracy and 
calculation time by FFf method and 
METHOD 1. 
の例では.F(s)民 S-1と収束力ず悪く打ち切り誤差が大きいため，要求精度が高くなると計算法 1が































( 1 ) C.Lanczos: "Applied Analysis"， Prentice Hall(l956) 
( 2) R. Bellman. R.E. KaIaba and J.O. Lockett"Numerical Inversion of the 
LaplaceTransform"， American EIsevier( 1966) 
( 3) K. Singhal and V. Vlach: "Computation of Time Domain Response by Numerical 
Inversion of the Laplace Transform"， J.Franklin Inst.， 299， 2，pp109-126 (Feb. 1975) 
(4) H. Dubner and J. A凶低:"Numerical In-version of Lapla印 Transforms by 
Relating Them to血.eFinite Fourier Cosine Transform". J. Assoc. Comput. Mach.，17， 
1，pp.115国123(Jan. 1968) 
( 5) F. Durbin : "Numerical inversion of Laplace transforms :an efficient improvement to 
Dubner and Abate's method"， Comput. J.，17，4pp.371-376 (Apr.1974) 
( 6) K.S. Curump: "Numerical Inversion of Transforms Using a Fourier Series 
Approximation"， J.Assoc. Comput. Mach.， 23，1pp.89-96A@(Jan.1976) 
(7) A. Ametani : "The Application of the Fast Fourier Transforms to ElectricalA@ 
Transient Phenomena"， Int.J.Elec.Eng. Ed.，10，4pp.277・287(Oct.1972)
( 8 )細野敏夫."数値ラプラス変換"電学論(A)，99-A，10，pp.494-500(昭54-10)
(9 )細野敏夫 :"BASICによる高速ラプラス変換"共立出版(昭59)
(10) R.M. Simon， M.T. Str∞t and G . H Weiss: "NumericaI Inversion of Laplace 
Transforms with Appliωtion to Percentage Labeled Mitoses ExperimentsヘComputers
and Biomed. Res.，5，pp.598-607( 1972) 
(11) F.Veillon: "Numerical Inversion of LaplaαTransform"， Comm.Ass∞.Comput.Mach.， 




(1 3) IBM SL-MA TH解説書
(14) J. Abate and W. White:"The Fourier-series method for inverting transforms of probability 








を満たきない場合には εアルゴリズム等を用いねばならない(7)(1 0) (1 1) 
オイラ一変換を用いる場合には司オイラ一変換自体の次数も計算時間に大きく影響する.以
下に示す図中でー(5)と付記されているものが5次，イ也は9次である.本論文では，収束条件の低い













1 = 0，5 step = 0.05 
-・--.
10';"5- 10・10
Required Accuracy RA 
図A.1 三つの近似式の計算時間の比較
(計算法 1) 















Required accuracy RA 
図A.3 計算法 1-3の計算時間の比較
Fig.A.3 Comparison of caliculation times of 




Fig.A.2 Calculation times for various contours of 
inもegral組 d∞nvergenceconditions 
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